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d e t e r m i n i s t i e f u n e t io n 笋( x ) t h a t 15 t h e m o s t S i m i la r
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e ig e n v a l u e p or b le m [8 〕

月

i+

V
·

( v 3户V 户) =
12产 a ( 户v )

1 + 6 K a t
{

_

K (二
,
二

·

) , (二
·

) d二
`
一 * , (工 )

.

( 3 )

w h e r e E 15 t h e Y o u n g
’ 5 m o d u l u s ; 了 = 从 3 / 1 2 15 t h e
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15 al in r a e eo m bin at ion o fth e

N

sn a psh o tu s ,

( x )
,

笋(二 ) =

艺
a n u 。

( x )
·

( 5 )

v (二
,

t ) = 「v ( x l ,
t )

, v ( x Z ,
t )

,

…
, 二 ( x M

,
t ) ]

T ,

( 9 )

w h e r e e a e h f o 认 产
o f v r e P r e s e n t s t h e h is t o r y a r r a y o f

t h e d e f le e t i o n

s P a e e v ( x 、 ,
z

,

)

o f t h e m i e r o b e a m i n t h e e o 一 o r d i n a t e

S u b s t i t u t i n g ( 5 ) i n t o ( 3 ) y i e l d s a m a t r i x e ig e n -

v a lu e p r o b l e m t h a t d e t e r m i n e s a s e t o f e i g e n v e e t o r s a

w i t h t h e ir a s so e i a t e d e i g e n v a l u e s 几
,

C仓 = 几a
,

= [ v ( x , ,
t l )

, v ( x 、 ,
t Z )

,

…
, v ( x 、 ,

t N ) ]
,

i = 1
,

2
,

t r i x K = E 「v v

M
.

T h e
M X M

e o r r e la t io n
1l l a 一ù飞.J

T

_ 工
, 、 _ 工 「 , , 、 T , , 、 」

` n k 一 入 r 、 u , , u k , 一 入 :
} “ n 、 工 声“ 是

以
少u 工

工 、 J 丫 J 月

d i s e r e t e Por
e e d u r e

e o o r d i n a t e s Pa e e ,

C a n

f o r

b e t h e n g e n e r a t e d
.

W i t h

t h e e o n t i n u o u s s y s t e m in

t h i s

t h e

t h e s e t o f t h e e i g e n f u n e t i o n s

( 6 )
( 3 ) 15 o b t a i n e d a s a S e t o f v e e t o r f u n e t io n s o r

v e e t o r s o f t h e f o l lo w in g e o r r e la t i o n m a t r i x

o f E q
.

e l
g e fl -

oS l v i n g f o r E q
.

( 6 ) a n d s u b s t i t u t i n g t h e e ig e n -

v e e t o r a i n t o E q
.

( 5 )
,

w e e a n o b t a i n a S e t o f e ig e n -

f u n e t i o n s 势` ( x )
,

t h e o r d e r o f t h e s e e i g e n f u n e t io n s

协1 ( x )
,

笋2 ( x )
,

…
,

笋N ( x ) e o r r e s p o n d s t o t h e o r d e r o f

t h e m a g n i t u d e o f t h e e o r r e s p o n d in g e i g e n v a l u e s 几1 )

几2 ) … ) 几N
.

T h e s y m m e t r i e a n d n o n 一 n e g a t i v e d e f i
-

n it e n e s s o f K ( x
,

x
`

) a s s u r e s t h a t 久, ) 0
.

( K 一 久I )笋( x )

w h e r e l

w i l l e a l l

15 t h e i d e n t i t y m a t r i x
.

= 0
,

( 1 0 )

F r o m n o w o n ,

w e

t h e d is e r e t e f o r m o f e ig e n f u n e t i o n s a s e i g e n -

v e e t o r s 笋k (二 )
.

2
.

2 M o d e l r e d u e t i o n b a s e d o n G H A n e u r a l n e t w o r k

F in a l l y
, e v e r y m e m b e r o f t h e e n s e m b l e e o u ld b e

r e p or d u e e d b y a m o da l d e e o m P o s i t io n w i t h r e s p e e t t o

t h e e ig e n f u n e t i o n s a s ba s i s

u ,

( x ) 一
艺

a *笋、 ( x )
,

m 簇 N
,

( 7 )
k = 1

w h e r e a 、 a r e t h e g e n e r a l is e d m o d a l e
oo

r d i n a t e s
.

E q
.

( 7 ) 15 C a l l e d K a r h u n e n 一

L o 亡v e d e e o m p o s i t i o n
.

T h e e f
-

f i e ie n e y o f t h e K L D a r i s e s f r o m t h e f a e t t h a t i t 15 o p t i
-

m a l o n a v e r a g e in t h e s e n s e t h a t t h e f ir s t f e w m

e i g e n f u n e t i o n s e a p t u r e t h e m o s t i n f o r m a t i v e e o n t e n t s ,

o r m o r e e n e r g y
, o f t h e s ig n a ls t h a n t h e f i r s t m f u n e -

t 10 n s

f i r s t

o f a n y o t h e r b a s is
.

T h i s e n e r g y e a P t u r e d b y t h e

m e ig e n f u n e t i o n s 15

E
二

[ 、 ,

( x ) 。 。

( x ) ] =

艺 E
。

( 。觅) 一
乙 、 *

.

( s )

W
e m a k e u s e o f t h is o p t i m a l i t y f e a t u r e o f t h e

K L D a n d t h e G a l e r k in p or
e e d u r e e m P l o y i n g t h e s e

e i g e n v e e t o r s a s b a s i s f u n e t i o n s t o g e n e r a t e t h e m a e r o -

m o d e l 50
a s t o r e p r e s e n t t h e o r i g i n a l e o n t i n u o u s s y s -

t e m w i t h m i n im u m n u m b e r o f d e g r e e s o f f r e e d o m
.

T h e p r i n e i p a l e o m p o n e n t s a r e t h e m o s t i m p o r t a n t

l i n e a r f e a t u r e s o f t h e r a n d o m o b s e r v a t io n v e e t o r s , a n d

t h e p u r p o s e o f p r i n e i p a l e o m p o n e n t a n a l y s i s ( P C A ) 15

t o i d e n t i f y t h e d e p e n d e n t s t r u e t u r e b e h i n d a m u l t i
-

v a r i a t e s t o e h a s t i e o b s e r v a t io n i n o r d e r t o o b t a i n a

e o m p a e t d e s e r i p t i o n o f i t
.

T h or
u g h t h e P C A m a n y

v a r i a b l e s e a n b e r e p r e s e n t e d b y a f e w p r i n e i p a l e o m
-

p o n e n t冬 5 0 t h e P C A e a n b e e o n s i d e r e d a s a f e a t u r e

e x t r a e t io n t e e h n iq u e
.

P e r f o r m i n g t h e P C A o n a s e t o f

m u l t iv a r i a t e r a n d o m d a t a m e a n s e o m P u t i n g t h e e i g e n -

v e e t o r s o f it s e o r r e l a t i o n m a t r i x e o r r e s p o n d i n g t o t h e

l a r g e s t e ig e n v a lu e s , a n d t h e p r oj e e t i o n o f t h e d a t a

o v e r t h e e i g e n v e e t o r s t o o b t a i n a n u m b e r o f p r i n e i p a l

e o m Po n e n t s
.

S e v e r a l n e u r a l n e t w o r k a r e h i t e e t u r e s a n d

l e a r n i n g r u l e s fo r p e r f o r m i n g t h e P C A h a v e b e e n p r o -

Po s e d i n t h e s e i e n t i f i e li t e r a t u r e
.

T h e w e ll
一

k n o w n

G H A b y s a n g e r [ 10 ] t o e x t r a e t t h e p r i n e i p a l e ig e n v e e -

t o r s o f t h e e o r r e la t i o n m a t r ix for m a n e n s e m b l e o f 5 19
-

n a l s 15 a d o p t e d i n t h is P a P e r
.

A l l t h e a b o v e o P t i m a l i t y e a r r i e s d i r e e t l y o v e r t o

t h e d i s e r e t e f o r m o f K L D t h a t w e w i ll a p p l y
.

T h i s 15

b e e a u s e t h e a p p l i e a t i o n o f K L D t o s t r u e t u r e a n a l y s i s

t y p i e a l l y r e q u i r e s a n e n s e m b l e o f s n a p s h o t s o f s t r u e -

t u r a l d y n a m i e a l e h a r a e t e r i s t i e s a t d i f f e r e n t lo e a t i o n s
.

I t 15 n a t u r a l ly a s e t o f d i s e r e t e d a t a
.

F o r e x a m p le ,
t h e

d e f l e e t io n s o f t h e m i e
or b e a m in F ig

.

1 a t M lo e a t io n

s a m p l e d N t im e s in a t e m p o r a l s p a e e e a n b e fo r m e d a s

a n e n s e m b l e o f s n a P s h o t s ,

L e t t h e in P u t s t o a s i n g l e 一

l a y e r n e u r a l n e t w o r k b e

a n n 一

d i m e n s io n a l e o l u m n v e e t o r x ,
t h e w e i g h t s a m

X n m a t r i x w
, a n d t h e o u t P u t s a n m

一

d i m e n s i o n a l

e o lu m n v e e t o r y = W沈 w i t h m ( n
.

A n d a s s u m e

t h a t t h e v a l u e s o f x a r e g e n e r a t e d b y a s t a t i o n a r y

w h i t e r a n do m v e e t o r s t o e h a s t ie p or
e e s s w i t h a e o r r e l a -

t i o n m a t r ix R = E 〔x x T ]
.

T h e r e f o r e ,
x a n d 夕 a r e

b o t h t im e 一 v a r y i n g
, a n d W w i ll b e t im e 一 v a r y i n g a s a

r e s u l t o f a d a p t a t io n t h r o u g h t h e t r a i n in g a lg o r i t h m
.

T h e G H A 15 g iv e n b y

w 。 ( t + 1 ) 二 w 。 ( t ) + 7 ( t )
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, ( , )几 ( , ) 一 ,
:

( , )艺 w 。 ( : ) , *
( , )

i = 1, 2, 一 m ; ] = 1
,

2
,

…
, 二 ,

( n )

w h e r e w ij 15 t h e e l e m e n t o f t h e w e i g h t m a t r ix w
,

w h i e h 15 t h e e o n n e e t io n s t r e n g t h b e t w e e n t h e 了t h i n -

p u t n e u r o n a n d t h e i t h o u t p u t n e u
or

n ,

xj 15 t h e 少t h

e o m p o n e n t o f t h e i n P u t v e e t o r x ,
夕1 t h e i t h e o m p o -

n e n t o f t h e o u t p u t v e e t o r 夕
, a n d , ( t ) a t i m e一 v a r y i n g

l e a r n i n g r a t e p a r a m e t e r w h i e h s a t is f i e s

li m 刀 ( t ) = 0
a n d 艺 : ( , ) 一 co

.

( 12 )

o f s i g n a ls o r s n a P s h o t s f r o m t h e n u rn e r i e a l s o l u t i o n o f

t h e o r ig i n a l n o n li n e a r d y n a rn i e s y s t e rn f i r s t
.

T h e

s n a p s h o t s m u s t b e r e p r e s e n t a t i v e o f t h e d y n a m i e e h
a r -

a e t e r i s t i e s o f t h e s y s t e m o r d e v i e e u n d e r e o n s id e r a -

t i o n
·

F o r t h e s y s t e m s h o w n i n F i g
.

1
,

t h e p u l l
一

i n d y
-

n a m i e s o f t h e m ie r o b e a m a t a s e r ie s o f di f f e r e n t t im e s

15 s i m u l a t e d u s i n g F D M f o r a n e n s e m b le o f a P p li e d

s t e p v o l t a g e t o o b t a i n t h e t i m e 一

d e p e n d a n t m i e r o b e a m

d e f l e e t i o n v (二 , ,
t
、

) a n d t h e b a e k a i r p r e s s u r e P (二
, ,

为
,

t
,

) e n s e m b l e s a s t h e e n s e m b le o f s n a p s h o t s
.

t , (戈 t = 0

T h e s e e o n d t e r m o f G H A i n E q
.

( 1 1 ) 15 t h e

H e b b i a n t e r m
, a n d t h e t h i r d t e r m e n s u r e s t h a t t h e a l

-

g o r i t h m le a r n s s u e e e s s i v e e i g e n v e e t o r s q l ( x )
,

q Z ( 二 )
,

…
,

q N ( x ) o f t h e e o r r e l a t io n m a t r i x R o r -

d e r e d b y d e s e e n d i n g e ig e n v a l u e s
.

U n d e r e o n d i t i o n

(川
,

s a n g e r [ 10 ] p or v e d 。 t h e o r e m 。 t a t i n g t h a t if t h e

w e ig h t m a t r i x W 15 a s s i g n e d r a n d o m v a l u e s a t t im e

z e r q t h e n w i t h p or b a b i li t y l
,

E q
.

( 1 1 ) w i l l e o n -

v e r g e t o a f i x e d P o i n t w i t h W a P P or
a e h in g a m a t r i x

w h o s e r o w s a r e t h e f i r s t m e ig e n v e e t o r s o f t h e n 只 n

i n P u t e o r r e l a t i o n m a t r i x R o f t h e n X 1 i n P u t v e e t o r ,

o r d e r e d b y d e e r e a s i n g e ig e n v a l u e
.

T h e s ig n i f i e a n e e o f t h e t h e o r e m 15 t h a t i t g u a r a n -

t e e s t h e G H A t o f in d t h e e i g e n v e e t o r s o f t h e e o r r e la
-

t i o n m a t r i x R
, e q u a l l y im p o r t a n t 15 t h e f a e t t h a t

t h e r e 15 n o n e e d t o p r e 一 e o m p u t e t h e e o r r e l a t i o n m a t r i x

R
.

R a t h e r ,
t h e e i g e n v e e t o r s o f R a r e e o m p u t e d b y

t h e a lg o r i t h m d i r e e t l y f r o m t h e i n p u t v e e t o r
.

T h is 15

a n i m p o r t a n t f e a t u r e t h a t r e s u lt s i n e n o r m o u s e o m P u -

t a t io n s a v i n g
,

p a r t i e u la r l y w h e n t h e n u m b e r o f i n P u t s

n is s o la r g e t h a t e o m p u t a t io n a n d m a n i p u la t i o n o f R

a r e n o t f e a s i b l e a n d t h e r e q u i r e d n u m b e r o f e ig e n v e e -

t o r s a s s o e ia t e d w i t h t h e m la r g e s t e i g e n v a l u e s o f t h e

e o r r e la t i o n m a t r i x R 15 a s m a l l f r a e t io n o f n
.

T h e

G H A t a k e s a d v a n t a g e o f t h i s n e t w o r k s t r u e t u r e
.

In

t h e M E M S m o d e l r e d u e t io n i n t h i s p a P e r ,

f o r e x a m
-

p le t h e d e v ie e s h o w n i n F ig
.

1
,

t h e i n p u t v e e t o r 15

o n e s n a P s h o t o f t h e d e f l e e t i o n o r P r e s s u r e d a t a a t o n e

t e m p o r a l s a m p li n g
.

In g e n e r a l
,

t h e n u m b e r o f i n p u t s

15 l a r g e b u t t h e n u m b
e r o f r e

q u ir e d o u t p u t s 15 s
m a l l

,

t h e r e f o r e ,
t h e G H A p r o v i d e s a p r a e t i e a l a n d u s e f u l

p or e e d u r e fo r f i n d in g r e q u i r e d f e w e ig e n v e e t o r s

q (二 )
.

T o s i m u l a t e t h e P u l l
一

i n d y n a m i e s o f t h e m i
-

e r o b e a m u s i n g F D M
,

w e d i s e r e t iz e t h e B e r n o u ll i
一

E u -

le r b e a m e q u a t io n ( 1 ) a n d R e y n o l d e q u a t io n ( 2 ) i n

s p a e e t o g e n e r a t e a ( M + 1 ) X ( N + 1 ) m e s h w i t h M

X N i n n e r g r i d s a n d Z M + Z N + 4 b o u n d a r y g r id s a s

s h o w n i n F ig
.

2
.

T h e e e n t r a l d i f f e r e n e e 15 u s e d t o

d i s e r e t i z e t h e s p a t i a l p a r t i a l d e r iv a t i o n o p e r a t o r s i n

E q o
.

( 1 ) a n d ( 2 )
, a n d t h e t r a p e z o id a l

r u l e 15 a d o p t e d

t o d is e r e t i z e t h e i n t e g r a l o p e r a t o r
.

T h e s t a t e s o f t h r e e

u n k n o w n s v ( x
,

t )
,

a v ( 二
,

z ) / a t a n d p (二
,

y
,

t )
a r e t h e n p r oj e e t e d o n t o e a e h g r i d p o i n t

.

T h i s d i s -

e r e t i z a t i o n w i l l t r a n s f o r m E q s
.

( 1 ) a n d ( 2 ) i n t o a s e t

o f M 又 N + Z M
n o n li n e a r

O D E
.

W
e e a n u s e t h e f o l

-

lo w in g s t a t e s p a e e t o r e p r e s e n t t h e u n k n o w n s o n t h e

只 r id s ,

; _

{鱼
…

恤热
…

{ d t d t a t
`

a Z v M 即
1 1

a z 2 a t

即 M N

a t

{
了

( 13 )

T h e y a r e i n t e g r a t e d n u m e r i e a l l y b y u s i n g R u n g e -

K u t t a m e t h o d w i t h t h e f o l lo w i n g b o u n d a r y e o n d i t io n s

窦
一 0

,

豁
一 0 (
一

P = P
。 ,

( a t 夕

= 0
,

l )
,

= 0
,

b )
,

( 1 4 )
a n d i n i t i a l e o n d it io n s

a v 八

v = v o , 丁;丁 = U
,

P = P
a

La t t

7C L

= 0 )
.

( 1 5 )

A f t e r d e f le e t i o n a n d b a e k P r e s s u r e e n s e m b le s a r e

3 M a c r o m o d e i g e n e r a t i o n

I n o r d e r t o g e n e r a t e

口口口
门门门
口口口
口口口
门门门
口口口
口口口
口口口

d y n a m i e s i m u l a t io n

o r G H A t e e h n iq u e s ,

U S i n g

t h e m a e r o m o d e l f o r M E M S

t h e a b o v e 一

m e n t i o n e d K L D
F ig

.

2 F i n i t e di f f e r e n e e m e s h o f t h e m i e r o be a m

、 V e
n e e d t o o b t a i n t h e e n s e m b le
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o bt ain e d
,

t h e y a r e t h e n u s e d a s t h e s n a p s h o t s ,

1
.

e
.

t h e e n s e m b le o f s i g n a l s f o r t h e K a r h u n e n 一

L o之v e d e -

e o m p o s it io n o r a s t h e i n p u t s t o t h e G H A n e u r a l n e t
-

w o r k t o g e n e r a t e t h e e i g e n v e e t o r s
.

T h e G a l e r k i n p r o -

e e d u r e e m p l o y i n g t h e s e e i g e n v e e t o r s a s b a s i s f u n e t io n s

15 t h e n a p p l i e d t o t h e o r i g i n a l n o n l in e a r g o v e r n i n g

P D E ( 1 ) a n d ( 2 ) t o 。 o n v e r t t h e m t o t h e m a e r o m o d e l

w it h a s m a l l n u m b e r o f o r d in a r y d i f f e r e n t ia l e q u a t io n s

( O D E )
.

B e e a u s e in d e p e n d e n t d e f le e t io n a n d p r e s s u r e

b a s i s f u n e t io n s m a k e t h e G a le r k i n d e r i v a t io n s i m p le r

a n d a lso p h y s i e a l l y m a k e s e n s e o f t h e p r o b l e m
,

w e

p e r f o r m t h e e i g e n v e e t o r s e x t r a e t io n b y e i t h e r K I
J

D o r

G H A e o r r e s p o n d i n g t o d e f l e e t io n a n d b a e k p r e s s u r e ,

r e s p e e t i v e l y
.

( j = 1
,

2
,

…
,

J )

w h e r e

、 一

丁
L户( : , Z d X

,

凡
* 一 K 。 一

川
IE

豁豁
· T

豁肇

。 一

{
L

e o乙v Z

2 v 2 丁

( 2 1 )

( , 一 ,
。

) d ,

!:
d X

,

( 2 2 )

代
:

= H 。 = {
、

1会元妙于d ` d ,
’

( 2 3 )

sj
:

= S 。 =

r {
,

{ a笋于a必夕
1 } v 一

P 卜灭一 万一 十
J A 、 、

d 刃 d 丈

叫叱 !
刁、 ) 刁、 ) /勿 勿

W e h a v e P r o v e d t h a t t h e e i g e n v e e t o r s e x t r a e t e d

b y e i t h e r K L D o r G H A f o r t h e s a m e s y s t e m a n d t h e

s a m e e n s e m b l e o f s ig n a ls a r e t h e s a m e b e e a u s e b o t h

t e e h n i q u e s a r e u s e d t o h a n d l e t h e s a m e r a n d o m v e e t o r

a n d t h e s a m e e o r r e l a t i o n m a t r i x t h a t 15 a s s o e i a t e d

w i t h t h e r a n d o m v e e t o r , a n d b o t h t e e h n i q u e s h a v e

t h e s a m e o bj e e t i v e f u n e t i o n f o r f i n d i n g t h e o p t im a l b a -

5 15 v e e t o r
.

T h e d e t a i le d d e r iv a t i o n e a n b e f o u n d i n

R e f
.

[ 1 1 ]
.

A S S u e h w e d e n o t e b o t h t h e e i g e

vn
e e t o r s

e x t r a e t e d b y K L D a n d G H A w i t h r e s p e e t t o d e f l e e t io n

a s 笋了( x )
, a n d t h o s e w i t h r e s p e e t t o t h e b a e k p r e s -

s u r e a s

对( x
,

, )
, r e s p e e “ v e l y

·

.

卫卫色劝、 ,

迈 }
」 」

牛 l + 6兀羚 丫 , a t f u ` u 少
, ( 2 4 )

_ f 1 2 双
, 。 己v

,

与 一
}

A

不燕丽p
a

科 瑟 d x dy
,

以 ” ,

`n W h ·̀ h

丁
L ` n d 二̀ t二 t h· ·̀ t· g二“ 。 n ·`。 n g ` h· `二 g ` h

。 ` t h一
i。一 b

一
d

{
A ·̀ d`二 t一 t h· ·̀ t· g二 t 。̀ n 。

…
t h e m i e r o b e a m a r e a

.

T h e d e f le e t i o n v (二
,

t ) a n d p r e s s u r e P ( x

e a n t h e n b e r e P r e s e n t e d a s a l i n e a r e o m b i n a t io n

e ig e n v e e t o r a s f o ll o w s

I

夕
,

t )
o f t h e

v ( x
,

t ) 一 v o =

ù

却P ( x
,

y
,

)t 一 P
。

=

乙
a

了( : )势犷( x )

艺 :a(
, )对(二

,

= 云
,

( 16 )

y )

T h e s m a l l s e t o f e o u p l e d O D E E q s
.

( 18 ) a n d

( 1 9 ) 。 o n s t i t u t e s t h e m a e r o m o d e l w i t h g lo b a l b a s i s

f u n e t io n s ,

w h ie h 15 t h e lo w
一 o r d e r d y n a m i e s im u l a t io n

o f t h e o r ig in a l n o n l i n e a r P D E s y s t e m
,

E q s
.

( 1 ) a n d

( 2 )
.

S i n e e t h is d y n a m i e m a e r o m o d e l o f O D E i s g e n -

e r a t e d b y G a le r k i n p or
e e d u r e e m p lo y i n g t h e b a s i s

f u n e t i o n s e x t r a e t e d f r o m t h e K a r h u n e n 一

L o之v e d e e o m
-

p o s i t io n o r G H A n e t w o r k
,

t h e r e s u l t i n g d e g r e e o f t h e

f r e e d o m 15 u s u a l l y v e r y s m a l l
,

i u s t a f e w b a s i s f u n e -

t i o n s c o m p a r e d ot f u l l mo d e l F E M / F D M s i m u l a t io n

w h i e h e o n t a i n s a la r g e n u m b e r o f d e g r e e s o f f r e e d o m
.

( 17 )

w h e r e v o 15 t h e i n i t ia l g a p b e t w e e n t h e d e f o

mr
a b l e

m i e r o b e a m a n d t h e s u b s t r a t e ,

P
。

t h e g a p a ir a m b i e n t

p r e s s u r e , a

了( ` ) an d a

罗( ` ) a r e t `m e 一 d e p e n d a n t g e n
-

e r a l is e d m o d a l e o o r d i n a t e s ,

1 a n d J
a r e t h e n u m b e r o f

b a s i s f o r d e f le e t i o n a n d b a e k p r e s s u r e r e s p e e t i v e ly
.

S u b s t i t u t i n g E q S
.

( 1 6 ) a n d ( 17 ) i n t o t h e g o v -

e r n i n g E q s
.

( 1 ) a n d ( 2 )
, a n d a p p l y i n g t h e G a l e r k i n

P r o e e d u r e ,

w e h a v e

4 M a C r o m o d e l s im U l a t i o n

、
、

辉
+

d t
` 艺凡 ia 军+ 凡 = o

,

(j 二 1
,

2
,

…
,

)I
,

( 1 8 )

耳凡 涂
+

耳sj 对
d a p

+ cj = 0,

T h e m a e r o m o d e l o f E q S
.

( 1 8 ) a n d ( 1 9 ) 15 a S e t

o f O D E w h i e h e o u l d b e i n t e g r a t e d n u m e r i e a l l y i n t i m e

b y R u n g e 一 K u t t a m e t h o d t o s i m u la t e t h e d y n

am
i e s of

t h e s y s t e m w i t h t h e a Pp l i e d v o l t a g e a s a n i n p u t
.

E x -

a m i n i n g t h e c o e f f i e i e n t s e x p r e s s e d i n E q S
.

( 2 0 ) 一

( 2 5 ) of r t h e u n k on w n

om d a l coo
r d i n a t e s a

了( r ) a n d

a

夕( , ) i n E q s
·

( 18 ) a n d ( 1 9 )
,

W e c a n s e e ` h a ` s o m e

t e r m s e a n b e p r e e a l e u l a t e d w it h o u t d if f i e u lt ie s o n e e

t h e b a s is f u n e t io n s a r e k n o w n ,

f o r e x a m p l e ,

岭 i n

( 2 0 ) a n d jK
、 in ( 2 1 )

.

H o w e v e r ,

m a n y o f t h e t e r m s

t h a t a s
so

e i a t e d d i r e e t l y t o t h e t i m e 一

d e p e n d a n t t e r m s

v ( x
,

r )
,

a v ( x
,

t ) / s t an d p ( x
,

y
,

t ) e o u l d n o t b e

p r e e a l e u l a t e d 5 0 e a s i ly
.

S i n e e v ( x
,

t )
,

a v ( x
,

t ) / a t

a n d P ( x
,
夕

,
t ) a r e t i m e d e p e n d a n t

,
t h e t e r m s

凡
,
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万艺
:

{灵飞
` a

万( `) a

穿( `)
1 1= 1

艺̀
十

价 =2

( 4)
s夕 i

,

k l一
十 * ,

( a

丫( ` ) )`
1… ( a

了( , ) )`
了

:

{复飞
, 千 … + * ,

( a

; ( , ) )`
1… ( a

; ( ` ) ) ` al
犷( ` )

一ǎ++k气气

代
; ,

S
, ; a n d jC i n E q s

.

( 2 2 )一 ( 2 5 ) m u s t b e r e e a l e u -

l
a t e d a t e v e r y t i m e s t e p d u r i n g t h e n u m e r i e a l t i m e in

-

t e g r a t i o n o f m a e r o m o d e l
.

A ls o n o t e t h a t t h e e o m P u t a -

t io n o f t h e s e t e r m s 15 p e r f o r m e d a s s p a t i a l i n t e g r a t io n

i n t h e o r i g i n a l C a r t e s ia n e oo r d i n a t e s y s t e m
.

+

十

+
+ * ,

( a

丫( ` ) ) `
1… ( a

下( : ) )`
了

+

+ k厂= 3

s 少, ,

k l +
` ’

+

d a

万( t )

d t

+ 、 ,

( a

互( ` ) ) `
1… ( a

f ( , ) ) ` al
犷( , )

( 2 7 )

.
、二̀+7

1
了
了l、

乙天

J

艺
Z

(6)isj,
J

艺
"

万一乙ù乙

++
111

儿̀
,

之

q 一

万cj, `
d a

刃( z )

d t
( 2 8 )

eee
`

jh比hF
曰曰a曰L] J

T h e m o s t d i r e e t m e t h o d t o p e r f o r m t h i s s Pa t i a l

i n t e g r a t i o n n u m e r i e a l l y 15 t o u s e t h e e la s s i e a l f o r m u la s

f o r e q u a l ly s p a e e d a b s e i s s a s ,

f o r e x a m p l e ,
t h e t r a p e -

z o id a l r u le
.

S in e e w e h a v e o b t a i n e d t h e b a s i s f u n e t io n s

k n o w n o n e v e r y d is e r e t e g r i d p o i n t a s s h o w n i n F i g
.

2

a n d w e h a v e d e m o n s t r a t e d i n R e f S
.

[ 5
,

6 ] t h a t b y d o -

i n g 5 0 t h e m a e r o m o d e l s i m u l a t io n e a n a e h i e v e a or u n d

1 1 t im e s f a s t e r t h a n F D M s i m u l a t io n w h e n t h e d e v i e e

s h o w n in F ig
.

1 15 a p p li e d w i t h a n i n P u t s t e p v o lt a g e

o f 10
.

2 5 V
.

I t 15 h o w e v e r e x p e e t e d t h a t t h i s d i r e e t

n u m e r i e a l i n t e g r a t i o n e o u ld n o t a e h i e v e t h e b e s t t i m e

e f f i e i e n e y b e e a u s e t h e t i m e 一

d e p e n d a n t t e r m s i n t h e

m a e r o m o d e l m u s t b e r e e o m P u t e d a t e v e r y t i m e s t e P

a n d i n t h e s i t u a t io n t h a t t h e n u m b e r o f g r i d p o i n t s f o r

i n t e g r a t i o n 15 v e r y la r
g e

.

I n o r d e r t o s p e e d u p t h e

rn a e r o m o d e l s i m u l a t io n w h i l e k e e P i雌 t h e a e e u r a e y
,

w e h a v e d e v e l o p e d t w o m e t h o d s t o a e h i e v e t h e b e t t e r

t i m
e e f f i e ie n e y o f t h e m a e r o m o d e l s i m u l a t io n

.

W
e w i l l

d e s e r i b e t h e s e t w o m e t h o d s i n d e t a i l a n d d e m o n s t r a t e

t h e i r a p p li e a t i o n s i n t h e e f f i e i e n t a n d a e e u r a t e s i m u la -

t io n o f t h e s y s t e m
.

w h e r e 、
{)

,

,*
, 、

{)
,

,走 a n d 、
,

龙 a r e

k n o w n s p a t ia l i n t e g r a t io n o n e e

CO fl s t a ll t S

t h e b a s i s

o b t a i n e d
.

S p e e i a l a t t e n t i o n

t e r m
r e l a t e d t o e l e e t r o s t a t i e

n e e d s t o b e

t h a t a r e

f u n e t io n s

P a i d t o

f o r e e 。 O占v Z / ( 2 v Z ) i n

o f ( 2 2 ) s in e e t h e t im e 一

d e p e n d a n t t e r m v ( x
,

t ) 15 t h e

d e n o m i n a t o r a n d i t w i ll a ls o a p P r o a e h z e r o a n d h e n e e

e a u s e t h e s i n g u l a r i t y

P r e S S

n a t e s

凡
e x p li e i t ly i n

a t t h e P u ll
一

i n
.

I n o r d e r t o e x -

t i m e 一 d e P e n d a n t m o d a l e o o r d i
-

a

了( , ) a n d a

岁( : )
,

W e P r 0 P o s e
a f o u r t h o r d e r

p o l y n o m i a l f u n e t io n

m i e or b e a m d e f l e e t io n

t o a p p r o x i m a t e l / v Z

r a n g e o f 云 / v o 任 ( 一 0
.

w i t h t h e

7
,

0
.

0 )
,

1

一 二

; ( 1 + 云/ v 。 ) 2
夕匕 飞〔, 4 (。 /二 。 )` 十 , 3 (。 /。 。 )’

刃 0

1一
v Z

4
.

1 P r e e o m Pu t a t io n m e t h o d

x t 15 i m p r a e t i e a l t o f u l l y p r e e o m p u t e E q s
.

( 2 2 )

一 ( 2 5 ) s i n e e t h e y a r e t i m e一 d e p e n d a n t
.

H o w e v e r ,

w e

e o u ld e x p r e s s t h e s e e q u a t io n s e x p l i e i t l y i n t h e t i m e -

d e p e n d a n t g e n e r a l is e d m o d a l e
oo

r d i n a t e s a

犷( t ) a n d

a

岁( , )
, a n d p r e e o m p u t e t h e i r e o e f f`e è n ` 5 w h è h a r e

t h e k n o w n s p a t ia l i n t e g r a t io n a f t e r t h e b a s is f u n e t i o n s

a r e o b t a i n e d t o a v o id r e p e a t e d l y e o m p u t i n g t h e m a t

e v e r y t i nr e s t e p d u r in g n u m e r i e a l t i m e i n t e g r a t io n o f

m a e r o m o d e l 5 0 a s t o i m P r o v e t h e m a e r o m o d e l s i m u l a -

t i o n e f f i e i e n e y
.

W e e a l l t h i s p r o e e d u r e p r e e o m p u t a t i o n

m e t h o d a n d t h e d e t a il s a r e d e s e r i b e d b e lo w
.

O n e e t h e n u m b e r o f t h e d e f le e t io n a n d b a e k p r e s -

s u r e b a s is f u n e t i o n s 15 e h o s e n ,

jH
、 ,

jS
* a n d q

a n d i n

m a e r o m o d e l o f E q s
.

( 2 3 一 2 5 ) e a n b e e x p l i e i t l y e x -

p r e s s e d in t i m e 一

d e p e n d a n t m o d a l e o o r d i n a t e s a

万( t )

a n d a

夕( , ) b y m a k i n g u s e o f m u l t i n o m i a l t h e o r e m
,

I

+ 户2 (云 / v 。 ) 2 + 户1 (云 / v 。 ) + 户。 ]
,

w h e r e P o = 1
.

1 0 9 5

= 1 1 7
.

8 2 3 6
,

P 4 =

,

P I = 2
.

6 1 3 6
,

P Z “ 4 3
.

4 4 8 2

1 2 7
.

9 9 5 9
.

( 2 9 )
,

P 3

S i n e e t h e m a x i m u m s t a b l e d e f l e e t i o n o f r h e m i
-

e r o b e a m 15 a b o u t 6 7 % o f t h e o r i g i n a l g a P 刀 0 i n s t a t ie

e a s e [1 ]
,

w e a s s u m e t h e a bo v e lo w e r o r d e r p o l y n o m ia l

f u n e t io n f o r a p p or x i m a t i o n o f n o n li n e a r t e r m l / v Z 15

s u f f i e ie n t f o r t h e d e f l e e t i o n r a n g e o f 0
.

0 t o 0
.

7 ( 7 0 %

o f t h e d e f l e e t i o n )
.

T h e t r a d e o f f 15 t h a t i t e o u l d n o t

b e u s e d t o s i m u l a r e t h e s y s t e m n e a r p u l l
一

in a er a w h e r e

云 / v 。 a p p or a e h e s 一 1
.

U s i n g t h e m u lt in o m ia l t h e o -

r e m
,

w e c a n t h e n r e w r i t e E q
.

( 2 2 ) a s

4

凡 一

月咒
+

艺
k = 1 k l +

万 对
+ k z = k

J

{;
1 + … 十 、 , 一 , ( a

; ( : ) )`
1…

( 。了(才 ) ) `
, 十

艺对{孙夕( , )
·

( 3 0 )

一 、
{筑

十

万
。
吴试 ()t

,

( 2 6 )

sj
,

= 5了i
,

0 +

J

:

{六认万( , ) 十 艺
、

{足飞
a

霆( , )
k = l

s i m i`a r , y
,

t h e v a l u e o f对
` ’ i s a `5 0 e o n s t a n t i n t h e

fo r m o f s p a t ia l i n t e g r a t io n t h a t e a n b e e a l e u l a t e d o n e e

t h e b a s i s f u n e t io n s a r e k n o w n
.

了

艺曰

jH(0)
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2 Cu b ie sp l i ne sa p p r o
x ima t io na nG da u s s ia n

q u a da r tu r e

A o s nema y e xp e et
,

in g e n e r a l
,

G a u s s ia n

q u a d r a t u r e 15 s i m p l e r a n d m o r e e f f e e t iv e e o m p a r e d

w i t h t h e t r a d i t i o n a l q u a d r a t u r e fo r m u l a s fo r e q u a l l y

s p a e e d a b s e is s a s , e
.

g
.

t r a p e z o i d a l r u le
.

A s s u e h
, o n e

e a n i m p r o v e t h e m a e
or m o d e l p e r fo r m a n e e a n d e f f i

-

e i e n e y b y 。 o m p u t i n g E q S
.

( 2 0 ) 一 ( 2 5 ) u s in g fo l l o w
-

in g G a u s s i a n 一

L e g e n d r e q u a d r a t u r e d u r i n g t h e n u m e r i
-

e a l t i m e i n t e g r a t i o n o f t h e m a e r o nr o d e l s i m u l a t i o n ,

t o p e r fo r m t h e s p a t ia l i n t e g r a t io n o f ( 3 1 ) 一 ( 3 6 ) d u r -

i n g t h e m a e r o d o m e s im u la t io n
.

5 N ll m e r i e a l r e s ll l t S

叽
一
艺 w 走。 (叮( x * ) ) 2 ,

( 3 1 )

凡
* =

艺

k = l

W 走

[
E , a ’ 笋犷( x 走 ) a Z协犷( x * )

ax
2 八 2

a 乙

十

a协犷( x * )

ax
〕 ( 3 2 )

凡 =

艺 wk
2 v 2 ( x * ,

t )对
( x 走 )

刀互 刀

一

万乙 w 、 w ,
[ , ( x * ,

, , ,
` )

k = l

户
。

]叮( x * )
,

( 3 3 )

乓
:

_ 1 2产

1 + 6 K 乙艺 、 wl
k = 1 1 = l

sj
:

=

·

v ( x * , , )对( x 、 ,
, ` )势夕( x * ,

, , )
,

( 3 4 )

艺艺 w * w , v ’ ( x * ,
, )户走 , ( x * ,

, , ,
, )

龙= 1

「a协尹( x 无
,

, z ) a笋犷( x * ,
, ` )

` a 不 a 艺

+ 旦鱿业鱼二立亘

勿
十

毕卫粤=

1 十 6 八

a笋于( x 、 ,
, , )

勿
]

、 万 , 又 ,

`
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